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מודלים מרקוביים חבויים
מודל הסתברותי/מתימטי, שמתאר תהליך סדרתי •

אקראי וחסר זכרון על פני מערכת מצבים חבוייה.

נתחיל בשרשרת מרקוב - תהליך מרקובי פשוט, ללא •
מצבים חבויים. 

• X1, X2, … המטרה: נתונה סדרת משתנים מקריים
נרצה למדל את ההתפלגות המשותפת שלהם בצורה 

קומפקטית



תכונת המרקוביות
ניזכר בכלל השרשרת:•

P(X1, X2, X3, …, Xn) = P(X1) ⋅ P(X2 |X1) ⋅ P(X3 |X1, X2)…P(Xn |X1, X2, X3, …, Xn−1)

,P(X1או• X2, X3, …, Xn) = P(X1) ⋅
n

∏
i=2

P(Xi |X1, …, Xi−1)

נגדיר את תכונת המרקוביות: אי-תלות מותנית •
(כלומר ״היעדר זכרון״)

∀i,j P(Xi+1, …, Xj |X1, …, Xi) = P(Xi+1, …, Xj |Xi)



תכונת המרקוביות
כלומר, תת-הסדרה Xi+1,…,Xj אינה תלויה בערכי  •

Xi בהנתן X1, …, Xi-1

Xi+1, …, Xj ⊥⊥ X1, …, Xi−1 | Xi

Xi+1ובפרט• ⊥⊥ Xi−1 | Xi

ותחת הנחת המרקוביות, נוכל לשכתב•

P(X1) ⋅ P(X2 |X1) ⋅ P(X3 |X1, X2)…P(Xn |X1, X2, X3, …, Xn−1)P(X1, X2, X3, …, Xn) =



תכונת המרקוביות
כלומר, תת-הסדרה Xi+1,…,Xj אינה תלויה בערכי  •

Xi בהנתן X1, …, Xi-1

Xi+1, …, Xj ⊥⊥ X1, …, Xi−1 | Xi

Xi+1ובפרט• ⊥⊥ Xi−1 | Xi

ותחת הנחת המרקוביות, נוכל לשכתב•

P(X1, X2, X3, …, Xn) = P(X1) ⋅
n

∏
i=2

P(Xi |Xi−1)



תהליך מרקובי
בתהליך מרקובי, סדרת המשתנים •

שייכים לא״ב סופי של מצבים
{X1, …, Xn}

∀t Xt ∈ {S1, …, Sk}

X1 ∼ ⃗P0

[Pt]i,j = P(Xt = Sj |Xt−1 = Si)

נמדל את התהליך בעזרת: •
וקטור ההתפלגות ההתחלתית  •
מטריצת מעברים•

בד״כ נניח שהתהליך הומוגני בזמן•
∀i,j,t1,t2 P(Xt1 = Sj |Xt1−1 = Si) = P(Xt2 = Sj |Xt2−1 = Si)



מטריצת הסתברויות מעבר
נגדיר:•

a,b∀וכמובן• τa,b ≥ 0 ∀a ∑
b

τa,b = 1

τa,b
Δ= P(Xt = b |Xt−1 = a) = P(a → b)

לפעמים שימושי להוסיף מצב התחלה •
ההתחלתית כשורה נוספת ב- 𝝉(פיקטיבי) ולהגדיר את וקטור ההתפלגות 

S0 ∉ Σ

𝝉
S0הסתברות התחלתית

Σ

Σ



CpG דוגמא: איי
בגנום, כאשר ציטוזין מופיע לפני גואנין, •

ב-80% מהמקרים הציטוזין יעבור מתילציה 
’C-G ——3’5’—— C-G ——3 ——’5ל- 5-מתיל-ציטוזין

Guanine

Cytosine

המתילציה תישמר לאורך כל חיי התא, ותגדיר •
את ה״זהות התאית״ שלו ואיזה גנים הוא 

יבטא או ישתיק



CpG דוגמא: איי
איי CpG מוגדרים כ: •

איזורים גנומיים קצרים (200 בסיסים ומעלה) •
בעלי אחוז G/C גדול מ-50% •
בעלי אחוז CpG גדול מ-2.6% •
(בשאר הגנום, שכיחות CpG קטנה מ-1%)•



CpG דוגמא: איי



CpG דוגמא: אייGC



CpG דוגמא: אייCG



CpG דוגמא: איי

נרצה למדל את רצף הדנ״א כמהלך מרקובי•

A T

C G

A C G T

A

C

G

T

וכך נוכל לחשב את הניראות של הרצף•

• ,CpG נשערך מטריצה אחת עבור דנ״א בתוך איי
ומטריצה נוספת עבור דנ״א מחוץ לאיים.



CpG דוגמא: איי
נרצה למדל את רצף הדנ״א כמהלך מרקובי•

𝝉- A C G T

A 30% 20% 29% 21%

C 32% 30% 8% 30%

G 25% 25% 30% 20%

T 18% 24% 29% 29%

𝝉+ A C G T

A 18% 27% 43% 12%

C 17% 37% 27% 19%

G 16% 34% 38% 12%

T 8% 36% 38% 18%

P+(a → b) P−(a → b)

b

aa

והניראות עבור רצף כלשהו•

P( ⃗X |τ+) = P(X1) ⋅
n

∏
i=2

Pτ+(Xi |Xi−1) = P(X1) ⋅
n

∏
i=2

[Pτ+]Xi−1,Xi

b

A T

C G

הסתברויות מעבר 
CpG מחוץ לאיי

הסתברויות מעבר 
CpG בתוך איי



CpG דוגמא: איי
וכמו שעשינו בעבר, לוג יחס הנראות מתפרק לסכום•

S( ⃗X ) = log P( ⃗X |τ+)
P( ⃗X |τ−)

=
n

∑
i=1

log
[Pτ+]Xi−1,Xi

[Pτ−]Xi−1,Xi

=
n

∑
i=1

σXi−1,Xi

σ A C G T

A -0.74 0.42 0.58 -0.8

C -0.91 0.3 1.8 -0.68

G -0.62 0.46 0.33 -0.73

T -0.12 0.57 0.39 -0.68

𝝉+ A C G T

A 18% 27% 43% 12%

C 17% 37% 27% 19%

G 16% 34% 38% 12%

T 8% 36% 38% 18% 𝝉- A C G T

A 30% 20% 29% 21%

C 32% 30% 8% 30%

G 25% 25% 30% 20%

T 18% 24% 29% 29%

= log(     /     )
מטריצת סקור 

(לזוגות עוקבים)



CpG דוגמא: איי
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conv(100)

CpG דוגמא: איי
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conv(200)

CpG דוגמא: איי
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conv(500)
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שרשראות מרקוב חבויות
משתני התהליך המרקובי הם חבויים•

⃗S

Si ∈ {Fair, Loaded}

Hidden

𝝉 F L

F 99% 1%

L 5% 95%

τ



שרשראות מרקוב חבויות
משתני התהליך המרקובי הם חבויים •
פולטים (בהתאם למצבם) משתנים אחרים (נצפים)•

1 1 3 1 4 3 1 6 6 3 3 6 5 6 3 5 4 2⃗X

⃗S

Xi ∈ {1,2,3,4,5,6}

Si ∈ {Fair, Loaded}

Hidden

Observed

.5

.1

.1

.1

.1

.1

1/6
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6

𝝉 F L

F 99% 1%

L 5% 95%

τ



הגייזר אולד פיית’פול



דיון - מודל מרקובי מסדר גבוה
מודל מסדר ראשון•

A C G T

A

C

G

T

A T

C G

P( ⃗X |τ+) = P(X1) ⋅
n

∏
i=2

Pτ+(Xi |Xi−1)

A C G T
AA
CA
GA
TA
AC
CC
GC
TC
… … … … …
TT

GA GT

GC GG

P( ⃗X |τ+) = P(X1) ⋅ P(X2 |X1) ⋅
n

∏
i=3

P(Xi |Xi−2, Xi−1)

מודל מסדר שני•
CA CT

CC CG

AA AT

AC AG

TA TT

TC TG



דיון - מודל מרקובי מסדר גבוה
מודל מרקובי מסדר משתנה•


